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Abstract

L�attracteur d�un syst�eme de fonctions it
er
e est le support d�une mesure

dite invariante� ou auto�similaire� c�est le point �xe de l�op
erateur de Markov

dans l�espace m
etrique des mesures de probabilit
e �a support compact� Un algo�

rithme al
eatoire permet la contruction de l�attracteur� qui est presque s�urement

l�ensemble des points limites d�une orbite� Un th
eor�eme ergodique permet de

prouver que la fr
equence de visite d�un ensemble par cette orbite est presque

s�urement 
egale �a la mesure invariante de cet ensemble� Nous donnons ici une

d
emonstration simple de ce r
esultat connu�

� Introduction

Dans un espace m�etrique complet X � un hhsyst�eme de fonctions it�er�eii �en anglais
IFS� est une famille �nie ff�� � � � � fKg d�applications contractantes pour la distance
d�e�nie sur X 	 Soit h la distance de Hausdor
 d�e�nie sur l�espaceH�X � des ensembles
compacts de X � avec cette distance� H�X � est lui�m
eme m�etrique et complet	

Dans ce nouvel espace l�op�erateur d�e�ni par

F �E� �

K�
i��

fi�E�

est lui�m
eme contractant� il admet un point �xe� qui est un compact de X not�e
Ainv ���	

Par construction� Ainv est invariant dans le sens suivant�

Ainv �
K�
i��

fi�Ainv�� ���

il est donc la r�eunion de copies de lui�m
eme	 Dans Rn� on dit qu�il est auto�similaire�
�ou qu�il poss�ede une structure de similitude interne� formule plus �el�egante mais plus
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longue� si les fi sont des similitudes� et auto�a�ne si les fi sont des applications
a�nes	

On appelle Ainv l�attracteur du syst�eme	 Les attracteurs servent souvent de
mod�eles en analyse fractale	

Pour construire un tel attracteur� il existe un algorithme tr�es e�cace utilisant
une suite al�eatoire et qu�on appelle le hhchaos gameii ��� ��	 On se donne K nombres
r�eels p�� 			� pK strictement positifs� et tels que �Ki��pi � �	 En hhtirant au hasardii un
nombre entier dans l�ensemble f�� � � � �Kg avec ces probabilit�es� et ceci une in�nit�e de
fois� on r�ealise une suite ���� � � � �K� de valeurs d�une variable al�eatoire multinomiale	
On �xe ensuite un point de d�epart x� dans X � et on construit la suite

x� � f���x��

x� � f���x��

���

xn�� � f�n���xn�

Cette suite �xn� est l�orbite de x�	 Elle ne converge pas en g�en�eral� elle a plut
ot
un comportement chaotique� et para
�t visiter tous les hhsitesii de l�attracteur	 Plus
pr�ecis�ement� on peut d�emontrer deux r�esultats�

�	 L�ensemble des points limite de �xn� est dans l�attracteur �par un simple ar�
gument de contraction de la distance �a Ainv��

�	 Presque s
urement� tout point de Ainv est point limite de cette suite �par une
application du lemme de Borel�Cantelli�	

Le calcul de cette orbite est tr�es rapide� et dans R�� �� ��� points su�sent �a dessiner
pr�ecis�ement l�attracteur� quel que soit le point de d�epart choisi	

Mais on peut aller plus loin	 En e
et� l�aspect de la �gure obtenue par une
orbite al�eatoire change beaucoup selon les probabilit�es choisies	 Dans la �gure � par
exemple� le carr�e aurait �et�e repr�esent�e avec un niveau de gris uniforme si on avait
pris des probabilit�es de m
eme valeur ���	 Mais le fait d�avoir choisi des valeurs
in�egales pour les pi produit des in�egalit�es dans les fr�equences de visite locale� d�o�u
cet e
et de hhtextureii dans les niveaux de gris� e
et qui para
�t aussi mettre en valeur
la structure de Ainv	 L�image indique l�existence d�une mesure hhauto�similaireii dont
le support est l�attracteur� et dont la valeur sur chaque ensemble est la fr�equence de
visite dans cet ensemble	

Or on conna
�t th�eoriquement l�existence d�une mesure �inv auto�similaire sur
Ainv� elle est obtenue ��� comme point �xe dans l�espace M�X � des mesures de
probabilit�e �a support compact dans X � et v�eri�e pour tout ensemble mesurable E
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Figure �� Les attracteurs de deux syst�emes de fonctions it�er�es� Celui de gauche

comporte � similitudes de rapport ���� l	attracteur est un carr�e� Celui de droite

comporte deux similitudes� Chaque attracteur a �et�e obtenu par une orbite al�eatoire

de 
� ��� points� Les probabilit�es sont in�egales� remarquer l	e
et de texture qui en

r�esulte�

l��equation d�invariance suivante�

�inv�E� �

KX
i��

pi �inv�fi
���E��� ���

On remarque qu�en appliquant l��equation � au support de �inv� on obtient pr�ecis�ement
l��equation �� ce qui montre que le support de �inv est bien l�attracteur	

La question qui se pose est la suivante�

Cette mesure invariante �inv est�elle pr�ecis�ement celle repr�esent�ee par

les niveaux de gris�

dont la r�eponse� en termes math�ematiques� se trouve dans le th�eor�eme suivant�

Th�eor�eme � Presque s�urement� pour tout ensemble mesurable E la mesure �inv�E�
est �egale �a la fr�equence du nombre de points de l	orbite appartenant �a E�

Nous verrons qu�il s�agit d�un th�eor�eme ergodique� en fait un cas particulier d�un
r�esultat plus g�en�eral	 Notre d�emonstration consiste �a replacer le probl�eme dans
un contexte un peu plus abstrait o�u l�on peut utiliser la propri�et�e d�ergodicit�e du
d�ecalage de Bernouilli	 Nous commencerons dans la section � par rappeler les notions
utiles sur les fonctions mesurables et l�ergodicit�e� a�n de rendre la pr�esentation aussi
autonome que possible	
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Notons que ce th�eor�eme a d�ej�a �et�e d�emontr�e dans ���� r�ef�erence constamment
cit�ee par la suite sur cette question	 Sans vouloir entrer dans une pol�emique� disons
que la d�emonstration y est obscure et que les sp�ecialistes pr�ef�erent l�accepter sans
v�eri�cation	 Nous avons cru utile� �a des �ns p�edagogiques� d�en proposer une autre
qui a l�avantage d�employer des arguments tr�es simples	

� Rappels sur la th�eorie ergodique

��� Fonctions pr�eservant la mesure

Un espace mesurable �X �A� est un espace dans lequel on a d�e�ni une ��alg�ebre A	
Etant donn�es deux espaces mesurables �X ��A�� et �X ��A��� une fonctionT � X � ��
X � estmesurable si pour tout ensemble E deA�� l�ensembleT

���E� appartient �a A�	

Remarque� Rappelons que T�� n�est une fonction� X � �� X � que si T est
bijective	 En g�en�eral� on consid�ere T�� comme une fonction � A� �� A�� d�e�nie
par

T���E� � fx � X � � T�x� � Eg�

Soit T � X �� X � on d�e�nit les it�er�ees de T et de T�� par les relations

T� � T � Tn�� � T�Tn� � T�n�� � T���T�n��

Une mesure � sur �X �A� est une application ��additive � � A �� R
� telle que

���� � �	

D�e�nition � Soit une mesure � sur �X �A�� La fonction T � X �� X pr�eserve la
mesure � si pour tout E � A�

��T���E�� � ��E��

Pour montrer que T pr�eserve la mesure� il su�t de le v�eri�er sur les ensembles de
n�importe quelle famille qui engendre A	

Exemple �� Un d�eplacement de Rn est une application a�ne dont la matrice
est orthogonale� de d�eterminant ��� donc bijective	 Elle pr�eserve le volume n�
dimensionnel	 Si � d�esigne ce volume� on obtient pour tout bor�elien E

��T���E�� � ��E� � ��T�E���

Exemple �� Soit X � ��� ��� avec la mesure binomiale � d�etermin�ee par p� q	 La
fonction� ou transformation� d�e�nie par

T �x� �

�
�x si � � x � ���
�x� � si ��� � x � �
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n�est pas bijective	 Consid�erons un intervalle dyadique� du type

u � �k��n� �k � ����n� � � � k � �n � ��

Il est de mesure ��u� � pNqn�N � o�u N est le nombre de � dans le d�eveloppement
binaire de k��n� entre les rangs � et n	 Il a pour image inverse la r�eunion des deux
intervalles�

u� � �k�
�n��� �k � ����n���� de mesure pN��qn�N � et

u� � ���� � k��n��� ��� � �k � ����n���� de mesure pNqn���N 	

Comme T���u� � u� � u�� et ��u� � ��u�� � ��u��� T pr�eserve la mesure de tout
intervalle dyadique	 Or les intervalles dyadiques engendrent la ��alg�ebre bor�elienne
de ��� ��	 Donc T pr�eserve la mesure binomiale	

��� Fonctions m�elangeantes et ergodiques

D�e�nition � Soit une mesure � sur �X �A�� La fonction T � X �� X est m�elangeante
�par rapport �a �� si pour tous E� F dans A�

lim
k
��E 	T�k�F �� � ��E���F ��

Ce qui peut se traduire ainsi� L�op�eration T�� m�elange l�ensemble F dans X de
telle sorte qu�au bout d�un temps in�ni� chaque ensemble E en contient une part
proportionnelle �a sa mesure			

De nouveau� si on veut montrer que T est m�elangeante� il su�t de le v�eri�er sur
tous les ensembles E et F appartenant �a une famille qui engendre A	

D�e�nition � La fonction T est ergodique si

E � T���E� �
 ��E� � � ou ��

Lorsque T est m�elangeante� elle est ergodique� en e
et� si T���E� � E� alors
T�k�E� � E pour tout k� donc limk ��E 	T

�k�E�� � ��E�	 Si T est m�elangeante�
on obtient ��E� � ��E��� donc ��E� � � ou �	

Voici la version forte du th�eor�eme ergodique dont nous aurons besoin par la suite�

Th�eor�eme � Soit �X �A� �� un espace mesurable tel que ��X � � ��� G � X �� R

une application �� int�egrable� et T � X �� X une transformation ergodique qui

pr�eserve la mesure� Alors pour ��presque tout x � X �

lim
k��

�

k

k��X
i��

G�Ti�x�� �

Z
X
Gd�� ���
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X �
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�
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�
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�
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Figure �� Correspondances entre les espaces X � et X ��

��� Mesure image

Soit �X ��A�� et �X ��A�� deux espaces mesurables� et une application mesurable
S � X � �� X �	 Si �X ��A�� est muni d�une mesure ��� on peut munir �X ��A��
d�une mesure en posant pour tout E � A��

���E� � ���S
���E���

On �ecrit aussi �� � �� � S
��� c�est la mesure image de ��	

Soit T� � X � �� X � et T� � X � �� X � deux applications qui commutent�
c�est��a�dire telles que

S �T� � T� � S�

Lemme � Supposons que T� pr�eserve la mesure ��� Alors T� pr�eserve la mesure ���

En e
et�

���T�
���E�� � ���S

�� �T�
���E��

� ���T�
�� � S���E��

� ���S
���E�� � ���E��

Lemme � Supposons que T� est ergodique� Alors T� est ergodique�

Car si T�
���E� � E� alors T�

�� � S���E� � S�� � T�
���E� � S���E�	 Donc

l�ensemble S���E� est invariant dans X �� et ���S
���E�� � � ou �	 Ce sont les deux

seules valeurs possibles de ���E�	

Soit une application ��� int�egrable g � X � �� R � et G � g � S	 Alors G est
���int�egrable� et son int�egrale est obtenue par la formule de changement de variable
suivante� Z

X �

Gd�� �

Z
X �

g d��� � S
��� �

Z
X �

g d���
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� Les d�ecalages de Bernoulli

Exemple � On a vu dans la section � un exemple de transformation pr�eservant
la mesure binomiale � dans X � ��� ��	 Le m
eme exemple peut 
etre �etudi�e de fa�con
di
�erente� en repr�esentant les points de ��� �� par leur d�eveloppement binaire	 On
consid�ere donc l�espace  de toutes les suites

� � ���� ��� � � � � �n� � � ��

de � et de �	 Si Y � f�� �g� on peut �ecrire  sous la forme de l�espace produit

 �

�Y
i��

Yi

o�u chaque Yi est une copie de Y 	 La mesure � sur Y d�etermin�ee par

��f�g� � p � ��f�g� � q

fournit une mesure produit P sur  � qui �a tout ensemble E���� � � � � �n� de la forme

E���� � � � � �n� � f��g 
 f��g 
 � � �
 f�ng 

�Y

i�n��

Yi

attribue la mesure
P �E���� � � � � �n�� � pn�NqN �

avec N �
Pn

i�� �i	
Soit S �  �� ��� �� l�application mesurable qui� �a toute suite ��n�n��� fait

correspondre le point x ayant cette suite pour d�eveloppement dyadique	 Chaque
ensemble E���� � � � � �n� a une image par S qui est un intervalle dyadique de ��� ���
not�e I���� � � � � �n�� et

P �E���� � � � � �n�� � ��I���� � � � � �n���

De plus�

�	 Si x � S��� ��� ��� � � ��� alors x � ���� et �x � S���� ��� � � ��	

�	 Si x � S��� ��� ��� � � ��� alors x � ���� et �x� � � S���� ��� � � ��	

On d�e�nit maintenant la transformation T� �  ��  par

T����� ��� � � � � �n� � � �� � ���� ��� � � � � �n��� � � ���

qui consiste simplement �a �eliminer la premi�ere composante �� de la suite	 Pour
tout � �  �

T � S��� � S �T����
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o�u T est la transformation de ��� �� d�e�nie dans l�exemple pr�ec�edent	 Cette �egalit�e
montre que T dans ��� �� commute avec T� dans  �section ��	 On appelle T� le
d�ecalage de Bernoulli dans  	

a� On remarque que

T�
���E���� � � � � �n�� � Y� 
 f��g 
 f��g 
 � � � 
 f�ng 


�Y
i�n��

Yi

qui a la m
eme mesure que E���� � � � � �n�	 Ceci entra
�ne que T� pr�eserve la mesure
P 	 On le savait par ailleurs puisque T� commute avec T 	

b� De plus� T� est m�elangeante� Prenons deux ensembles E� � E���� � � � � �n� et
E� � E����� � � � � �

�
m�	 On sait que

T�
�k�E�� �

�
kY
i��

Yi

�

E��

de sorte que pour tout k 	 n�

E� 	T�
�k�E�� �

nY
i��

f�ig 

kY

i�n��

Yi 

mY
j��

f��jg 

�Y

i�m�n��

Yi�

On en d�eduit que
P �E� 	T�

�k�E��� � pm�n�NqN �

avec N �
Pn

i�� �i�
Pm

j�� �
�
j 	 C�est aussi la valeur de P �E��P �E��	 La transforma�

tion T� est donc ergodique	 D�apr�es le Lemme �� il en est de m
eme de T 	

Exemple � On peut d�e�nir le d�ecalage de Bernoulli dans un contexte plus g�en�eral	
Soit un ensemble �ni

Y � f�� � � � � Ng�

N � �� et l� espace produit

 �

�Y
i��

Yi

o�u chaque Yi est une copie de Y 	 Soit p�� p�� � � �� pN des nombres r�eels 	 � tels
que
P

pi � �	 Les pi d�eterminent une mesure sur Y � qui engendre par produit une
mesure P sur  	 Cette mesure correspond �a une mesure multinomiale sur ��� ��	
Chaque ensemble E���� � � � � �n� de la forme

E���� � � � � �n� � f��g 
 f��g 
 � � � 
 f�ng 

�Y

i�n��

Yi

a pour mesure
P �E���� � � � � �n�� � p�� � � � p�n �
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La transformation T� est d�e�nie par d�ecalage d�indices� comme pr�ec�edemment	

Exemple � On reprend les m
emes notations	 On consid�ere l�ensemble ! des
doubles suites


 � �� � � � 
��� 
��� 
�� 
�� 
�� � � ��

o�u 
i appartient �a Y 	 En partageant 
 en deux suites �
�� 
��� 
��� � � �� et �
�� 
�� � � ���
on voit que ! peut s��ecrire sous la forme du produit cart�esien  � 
  �� o�u chaque
 i est une copie de  	

Si Pi est la mesure produit sur  i� alors ! est muni de la mesure produit �� �
P� 
 P�	 La ��alg�ebre est engendr�ee par les ensembles du type�

n��Y
i���

Yi

�

 f
ng 
 f
n��g 
 � � � 
 f
mg 


�
��Y

i�m��

Yi

�
�

o�u n� m � Z� n � m	 Ces ensembles sont de mesure p�np�n�� � � � p�m 	

On consid�ere la fonction T� � ! �� ! d�e�nie par

T��� � � � 
��� 
��� 
�� 
�� 
�� � � �� � �� � � � 
��� 
�� 
�� 
�� 
�� � � ��

c�est��a�dire� de nouveau� un simple d�ecalage des indices vers la gauche�

�T��
��n � 
n���

Cette transformation pr�eserve la mesure� en e
et on v�eri�e facilement sur un en�
semble du type pr�ec�edent que ���T�

���E�� � ���E�� et cette �egalit�e est donc vraie
pour tout ensemble de la ��alg�ebre	 Elle est m�elangeante� cela se d�emontre avec les
m
emes arguments que pour le d�ecalage de Bernoulli sur  	 Elle est donc� �egalement�
ergodique	 Elle s�appelle aussi d�ecalage de Bernoulli� sur l�espace !	

� L�ergodicit�e de la mesure invariante

Soit un espace mesurable �X �A�� etM�X � l�ensemble des mesures de probabilit�e �a
support compact de X 	 Soit un syst�eme de fonctions it�er�e ff�� f�� � � � � fKg� et des
probabilit�es non nulles p�� � � �� pK 	 L�attracteur du syst�eme est Ainv� tel que

Ainv � �
K
i��fi�Ainv��

Selon la m�ethodologie d�ecrite en ���� on peut d�e�nir dans l�espace m�etrique� complet
M�X � un op�erateur contractant M� d�e�ni pour tout � �M�X � par

�E � A� M����E� �
KX
i��

pi ��fi
���E��� ���
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C�est l�op�erateur de Markov� dont le point �xe est une mesure not�ee �inv	 Son
support est Ainv� et elle v�eri�e l��equation de similarit�e suivante�

�E � A� �inv�E� �
KX
i��

pi �inv�fi
���E��� ���

Notations

�	 Comme dans la section ��  est l�espace des suites

� � ���� ��� � � � � �n� � � �� � �i � f�� � � � �Kg�

Il est muni de la mesure P induite par les pi	

�	 Pour tout x� � X � � �  � on appelle orbite de x� la suite

�x�� �� � �xn�x�� ���n���

o�u x��x�� �� � x�� et xn�x�� �� � f�n�xn���x�� ���	

On sait que l�ensemble des points limite de cette orbite est l�ensemble Ainv

lui�m
eme� pour presque tout �	

�	 Tout point x � Ainv est d�etermin�e par au moins une adresse� c�est��a�dire une
suite � � �a�� a�� � � �� de  telle que pour tout compact K de X �

fxg � lim
n��

fa��fa��� � � �fan�K�� � � ����

On prendra par la suite K � Ainv pour �xer les id�ees	

On en d�eduit qu�il existe une application surjective S �  �� Ainv� telle que
S��� � x	

Th�eor�eme � 	Propri�et�e ergodique de �inv
 Soit une fonction �inv�int�egrable
g � X �� R� Pour �inv�presque tout x�� et pour P �presque tout ��

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv� ���

Nous verrons que le m
eme r�esultat est vrai pour tout x�� si g v�eri�e des conditions
suppl�ementaires �voir les sections � et ��	

Avant la d�emonstration de ce th�eor�eme� il faut �etablir que l�application surjec�
tive S fait correspondre entre elles les mesures P sur  et �inv sur Ainv	

Lemme � L	application S est mesurable� et

�inv � P � S��� ���



Attracteurs� orbites et ergodicit
e ��

D�emonstration Il su�ra de prouver que la mesure � � P � S�� est une mesure
invariante par l�op�erateur de Markov M	 Remarquons d�abord que le support de �
est inclus dans Ainv� donc qu�il est compact� de m
eme pour M���	

Soit E � A� et � �  	 Soit i la premi�ere composante de �	 En utilisant le
d�ecalage de Bernoulli T� sur  � � � �i� �

��� o�u �� � T����	

On remarque que � appartient �a S���E� si le point fi�S��
��� est dans E� donc�

par continuit�e de fi� si �
� � S���fi

���E��	 On en d�eduit

�Ni��f�i� �
�� � �� � S���fi

���E��g � S���E��

En prenant la mesure P de ces ensembles�

NX
i��

piP �S
���fi

���E�� � P �S���E���

ce qui peut s��ecrire aussi

M����E� � ��E��

pour tout E	 Etant de m
eme poids� ces deux mesures sont �egales	 Par unicit�e� on
obtient que � � �inv	

D�emonstration du th�eor�eme � On va utiliser directement le th�eor�eme er�
godique � dans l�espace ! des double suites


 � �� � � � 
��� 
��� 
�� 
�� 
�� � � ��

consid�er�e dans la section �� muni de la mesure ��� et du d�ecalage de Bernoulli T�	
L�argument crucial de la d�emonstration consiste �a partager chaque double suite en
deux suites� dont l�une d�etermine le point de d�epart de l�orbite �c�est l�adresse�� et
l�autre d�etermine les images successives de ce point	 On consid�ere donc

� La suite �� � � � 
��� 
��� 
��� que l�on �ecrit en la changeant de sens
�a�� a�� � � � � an� � � ��� avec an � 
�n��	 Son image par S donne un point de Ainv

not�e x��
�	 Ainsi

x��
� � lim
n��

f���f����� � � �f��n�Ainv�� � � ����

� La suite �
�� 
�� � � � � 
n� � � �� que l�on note ��
�	

La donn�ee d�une double suite 
 est donc �equivalente �a celle de l�orbite �x��
�� ��
��	
On d�e�nit une application U � ! �� X � telle que

U�
� � x��
��
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Figure �� Correspondances entre les espaces ! et X � �etant donn�e 
�

a� Montrons d�abord que pour tout 
 � !�

f�� � U�
� � U �T��
��

En e
et� T� e
ectue le d�ecalage d�indices �T�
��n � 
n��� de sorte que

x��T��
�� � lim
n��

f���f���f����� � � �f��n�Ainv�� � � �����

Par continuit�e de f�� � on obtient

x��T��
�� � f���x��
���

ce qui prouve l��egalit�e cherch�ee	 On voit que la transformation T� ne change pas
l�orbite elle�m
eme� elle ne fait que remplacer le point de d�epart x��
� par sa premi�ere
image x��x��
�� ��
��	

On peut aussi �ecrire�

U �T��
�� � x��x��
�� ��
���

et pour tout i � ��
U �T�

i�
�� � xi�x��
�� ��
���

b� L�application U permet aussi d��etablir une correspondance entre les mesures
sur ! et sur X 	 On a�

�inv � �� � U
���

En e
et� on peut �ecrire ! �  �
 �	 Si Proji d�esigne la projection de ! sur  i� on
obtient U � S � Proj�� et pour tout E � A�

U���E� � S���E� 
  ��

La mesure ���U
���E�� vaut donc P �S���E��P � �� � P �S���E��� qui est �egal �a

�inv�E� d�apr�es le lemme �	
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c� Soit G � g � U � C�est une application ! �� R � �a laquelle on va appliquer le
th�eor�eme ergodique	 Tout d�abord� pour tout i � ��

G�T�
i�
�� � g�U�T�

i�
�� � g�xi�x��
�� ��
����

De plus� Z
�
Gd�� �

Z
�
g � U d�� �

Z
X
g d��� � U

����

par changement de variable	 Comme �� � U
�� � �inv� cela donneZ

�
Gd�� �

Z
X
g d�inv�

Le th�eor�eme ergodique implique que

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x��
�� ��
��� �

Z
X
g d�inv�

pour ���presque tout 
	 Tout ensemble de ! de mesure �� nulle se projette par U
sur un ensemble de X de mesure �inv nulle� et par Proj� sur un ensemble de  de
mesure P nulle	 On peut donc �ecrire aussi bien�

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv�

pour �inv�presque tout x� et pour P �presque tout �	

� D�emonstration dans un autre espace

On peut pr�ef�erer travailler dans l�espace produit

!� � X 
 �

muni de la mesure ��� � �inv 
P 	 C�est une approche plus directe� puisque chaque
orbite est donn�ee par un point de d�epart �dans X � et une suite �dans  �	 Cependant
les arguments qui seront utilis�es sont en fait �equivalents �a ceux de la section �	

On d�e�nit une transformation T�� � !� �� !� en posant

T���x�� �� � �x��x�� ���T����� � �f���x��� ���� ��� � � ����

Cette transformation change simplement le point de d�epart de l�orbite	

Proposition � La transformation T�� pr�eserve la mesure ���� et elle est ergodique�



�� C� Tricot et R� Riedi

! � ! �  � 
  �

�
!�

�
X

�
!� � X 
  �

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Qs

R

�
�
�
�
�
�
�
��
�

T�

T��

V V � S 
 Id�� G

gproj�

Figure �� Correspondances entre les espaces !� !� et X �

D�emonstration On d�e�nit une application

V � S 
 Id�� � ! �  � 
  � �� !�

en posant V �
� � �x��
�� ��
��	 On voit que l�on a d�ej�a utilis�e V implicitement
dans la d�emonstration pr�ecedente	 On a

T�� � V � V �T��

ce qui veut dire que T�� est l�image dans !� de T� dans !� au moyen de V 	 De
plus� ��� � P �S��
P �lemme �� est �egale �a �� �V

��	 Donc ��� est bien la mesure
image de ��	 Les r�esultats de la section � d�emontrent que T�� pr�eserve la mesure�
et qu�elle est ergodique� tout comme T�	

Soit maintenant proj� la projection !
� � X 
  �� X � telle que proj��x�� �� �

x�	 On a �inv � ��� �proj��	 On pose G� � g�proj�	 C�est une application !
� �� R �

�a laquelle on va appliquer le th�eor�eme ergodique	 Pour tout i � ��

G��T��
i�x�� ��� � G���xi�x�� ���T�

i���� � g��xi�x�� ����

De plus�Z
��

G� d��� �

Z
��

g � proj� d��� �

Z
X
g d���� � proj��� � �

Z
X
g d�inv�

Le th�eor�eme ergodique implique que

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv

pour ����presque tout �x�� ��� donc pour �inv� presque tout x� et pour P �presque
tout �	
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� Cas o	u la fonction g est continue

Il n�est gu�ere possible d�am�eliorer le th�eor�eme � en ce qui concerne les suites � �
��n�	 En e
et� certaines orbites ne donneront pas le r�esultat annonc�e� si par ex�
emple � est constante �a partir d�un certain rang �l�une des fonctions fi est choisie
syst�ematiquement �a chaque �etape�� alors l�orbite converge vers un point �xe� et la
fr�equence de visite d�un ensemble ouvert est soit �� soit �	 Mais ces orbites partic�
uli�eres sont n�egligeables� au sens de la mesure P 	

En revanche� il est int�eresssant de chercher un r�esultat identique �a celui du
th�eor�eme � qui soit valable pour tout point de d�epart x� �et non plus pour presque
tout x��	 Ceci impose une condition suppl�ementaire sur la fonction g	

Th�eor�eme � Soit une fonction continue g � X �� R� Pour tout x� � X � et pour

P �presque tout ��

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv� ���

La d�emonstration se fait en plusieurs �etapes	

Lemme � On suppose g uniform�ement continue et born�ee� Pour tous x�� y� � X �

et pour tout � �  �

lim
k��

�

k

k��X
i��

�g�xi�x�� ���� g�xi�y�� ���� � ��

D�emonstration Pour tout � 	 �� il existe ���� tel que

d�x� y� � ���� �
 jg�x�� g�y�j � ��

Posons xn � xn�x�� �� et yn � xn�y�� �� pour faire court	 Pour tout n� la distance
d�xn� yn� est au plus 


nd�x�� y��� o�u 
 est le rapport de contraction maximum des fi	
Soit N��� tel que 
N	�
d�x�� y�� � ����	 Soit k 	 N���	 On a�

j
k��X
i��

�g�xi�� g�yi�j �

N	�
��X
i��

jg�xi�� g�yi�j�
k��X

i�N	�


jg�xi�� g�yi�j�

donc

�

k

k��X
i��

jg�xi�� g�yi�j �
�N���

k
sup
X
jgj�

k �N���

k
��

En faisant tendre k vers ��� et ensuite � vers �� on obtient le r�esultat cherch�e	
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Lemme � Soit �Kn� une suite de compacts convergeant �au sens de la distance de

Hausdor
� vers un compact K� Alors l	ensemble H � K � ��nKn� est compact�

D�emonstration Il faut montrer d�abord que si V est un ouvert contenant K�
alors tous les Kn sont dans V �a partir d�un certain rang	 Ensuite� on prend un
recouvrement ouvert de H� et on en tire un recouvrement �ni	

D�emonstration du th�eor�eme On choisit une orbite �x�� �� qui v�eri�e l��equation

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv�

Soit y� un point quelconque de X 	 On d�e�nit par r�ecurrence la suite de compacts
K� � fx�� y�g� K� � �ifi�K��� � � �� Kn�� � �ifi�Kn�	 Cette suite est l�orbite de K�

par les applications contractantes fi	 Elle converge vers Ainv	 Les fi hhagissentii sur
H � Ainv � ��nKn�� en ce sens que fi�H� � H	 Or H est compact �lemme ��� donc
g est uniform�ement continue sur H� et born�ee	 Comme x� et y� sont dans H� on en
d�eduit �lemme �� que

lim
k��

�

k

k��X
i��

�g�xi�x�� ��� � g�xi�y�� ���� � ��

Par cons�equent�

lim
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�y�� ��� �

Z
X
g d�inv�

Corollaire � Soit �gn� une famille croissante de fonctions continues sur X � On

suppose qu	il existe une fonction int�egrable g� telle que pour tout x�

sup
n
gn�x� � g��x��

Alors �gn� tend vers une fonction int�egrable g qui a la propri�et�e suivante� pour

tout x�� et pour P �presque tout ��

lim inf
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv�

D�emonstration Pour tout x� la croissance de gn�x� et l�in�egalit�e gn�x� � g��x��
impliquent que la limite g�x� existe	 Le th�eor�eme de convergence domin�ee de
Lebesgue montre que Z

X
gn d�inv ��

Z
X
g d�inv�
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Pour tout n� pour tout x�� il existe  n �  � P � n� � �� tel que pour tout � �  n�

lim
k��

�

k

k��X
i��

gn�xi�x�� ��� �

Z
X
gn d�inv�

Comme gn � g� on en d�eduit que pour tout n�

lim inf
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
gn d�inv�

On fait ensuite tendre n vers l�in�ni� on obtient le r�esultat voulu pour tout x��
et pour tout � � 	n n� donc pour P �presque tout �	

Le r�esultat sym�etrique est vrai aussi�

Corollaire � Soit �gn� une famille d�ecroissante de fonctions continues sur X � On

suppose qu	il existe une fonction int�egrable g� telle que pour tout x�

inf
n
gn�x� � g��x��

Alors �gn� tend vers une fonction int�egrable g qui a la propri�et�e suivante� pour
tout x�� et pour P �presque tout ��

lim sup
k��

�

k

k��X
i��

g�xi�x�� ��� �

Z
X
g d�inv�


 Fr�equences de visites

Pour tout x� � X � � �  � k � �� et E � X � on note

N	x���
�E� k�

le nombre d�entiers i� � � i � k � �� tels que xi�x�� �� � E	 C�est le nombre de

visites de E e
ectu�ees par l�orbite entre les temps � et k � �	
La fr�equence de visite de E par les points de l�orbite est en relation avec la valeur

de �inv�E�	 Voici un r�esultat dans ce sens�

Corollaire � Soit E � A� Pour �inv�presque tout x� � X � et pour P �presque tout ��

lim
k��

�

k
N	x���
�E� k� � �inv�E��
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D�emonstration Poser g � �E � la fonction indicatrice de E� et appliquer le
th�eor�eme �	

Mais pour certains ensembles� la fr�equence de visite ne d�epend pas du point
d�epart	

Th�eor�eme � On suppose que l	espace X est localement compact� Soit un ouvert E
de X dont la fermeture E est compacte� Alors pour tout x�� et pour P �presque
tout ��

�inv�E� � lim inf
k��

�

k
N	x���
�E� k� � lim sup

k��

�

k
N	x���
�E� k� � �inv�E��

D�emonstration Comme X est localement compact� la fonction indicatrice �E est
une borne sup�erieure de fonction continues� donc une limite croissante de fonctions
continues	 On applique alors le corollaire � pour obtenir

�inv�E� � lim inf
k��

�

k
N	x���
�E� k��

ind�ependamment du point de d�epart	 De m
eme� �E est borne inf�erieure de fonctions
continues� et on applique le corollaire �	

Remarque On obtient donc l��egalit�e

lim
k��

�

k
N	x���
�E� k� � �inv�E�

pour tout x� et presque tout �� lorsque E est un ouvert dont la fronti�ere E �E est
de mesure �inv nulle	 Une orbite al�eatoire� partant d�un point quelconque� visitera E
avec une fr�equence �egale �a sa mesure	 Dans ce sens� une orbite al�eatoire nous donne�
avec probabilit�e �� une v�eritable repr�esentation de �inv	
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