
Introduci�on
Datos en MDS

Modelos en MDS
Bibliograf��a

Multidimensional Scaling (MDS)

�Alex Murillo*, Javier Trejos, Eduardo Piza, Mario Villalobos y

Alejandra Jimenez**

CIMPA - Universidad de Costa Rica

*Sede del Atl�antico

**Instituto Tecnol�ogico de Costa Rica

26 de abril de 2010

1 / 36



Introduci�on
Datos en MDS

Modelos en MDS
Bibliograf��a

1 Introduci�on

2 Datos en MDS
Disimilaridades cuantitativas
Disimilaridades cualitativas
Clasi�caci�on general de datos analizados en MDS

3 Modelos en MDS
El m�etodo CL�ASICO
El m�etodo ALSCAL
El m�etodo PROXSCAL

4 Bibliograf��a
2 / 36



Introduci�on
Datos en MDS

Modelos en MDS
Bibliograf��a

Introducci�on

Uno de los problemas m�as interesantes en muchas disciplinas
se plantea cuando se necesita medir y entender las relaciones
entre objetos siendo desconocidas las dimensiones subyacentes
de los mismos y especialmente en aquellas situaciones en las
que la informaci�on disponible se re�ere exclusivamente a la
semejanza o diferencia entre los objetos que son motivo de
estudio.
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Introducci�on

El an�alisis multidimensional de estructuras mediante
proximidades o Multidimensional Scaling (MDS) puede
de�nirse como un conjunto de t�ecnicas para la representaci�on
de coe�cientes de proximidad entre objetos mediante
distancias en un espacio de dimensi�on m��nima y el posterior
an�alisis de la con�guraci�on obtenida.
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Ejemplo

Suponga, que se dispone de una matriz cuadrada de
tama~no n� n, formada por las distancias entre cada
pareja de ciudades y se pretende construir el mapa
partiendo de dicha matriz.

Este problema, en dimensi�on arbitraria, tiene soluci�on
exacta en base a los trabajos de Schoenberg (1935) y
Young y Houselholder (1938), que se recogen en el
siguiente resultado y cuya demostraci�on puede verse en el
trabajo de Mardia, Kent, y Bibby (1980).

5 / 36



Introduci�on
Datos en MDS

Modelos en MDS
Bibliograf��a

Teorema

Theorem

Sea Dn�n matriz de distancias entre n puntos en un espacio

de dimensi�on � y sea B = HAH, siendo Hn�n dada por

H = I � n�111t y An�n la matriz cuyos elementos vienen

dados a trav�es de ars = �1

2
d2rs. Entonces, D es una matriz de

distancias eucl��deas si y solo si B es semide�nida positiva.

Adem�as se tiene:

1. Si D es la matriz de distancias eucl��deas para
Zn�� = (z1; : : : ; zn)

t, entonces B = (HZ)(HZ)t, donde
B � 0. B ser�a la matriz centrada de productos escalares
de Z.
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Teorema (continuaci�on)

2. Inversamente, si B es semide�nida positiva de rango �,
entonces puede construirse una con�guraci�on asociada a
B de la siguiente forma: Sean �1 > � � � > �� valores
propios positivos de B correspondientes a los vectores
propios Xn�� = (x1; : : : ; x�), normalizados seg�un la
condici�on

8i = 1; : : : ; �; x0ixi = �i:

Los puntos xr = (xr1; : : : ; xr�)
t 2 R� , donde xr es la

r-�esima �la de la matriz X, tienen matriz de distancias D.
Adem�as, esa con�guraci�on est�a centrada en x = 0 y B es
la matriz de productos escalares de esa con�guraci�on.
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Problema que resuelve MDS

Existe soluci�on �unica para distancias eucl��deas en un
espacio de dimensi�on � = rang(B) � (n� 1), salvo
isometr��as.

El problema que resuelve MDS surge cuando se pretende
una representaci�on en un espacio de dimensi�on menor que
� o la informaci�on de la que se dispone entre cada par de
elementos a representar no viene dada en t�erminos de
distancia eucl��dea sino en t�erminos de pseudo-distancia o
en general de proximidad respecto a alg�un criterio
mediante coe�cientes de disimilaridad o similaridad.
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Ejemplo

En el ejemplo del mapa que se planteo, dicha situaci�on podr��a
corresponder al caso en que se desea reconstruir el mapa
(dimensi�on dos) utilizando las distancias medidas por carretera
o coe�cientes de proximidad entre las ciudades con base en
alg�un criterio de tipo econ�omico, social, entre otros.
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Datos en MDS

La terminolog��a empleada en MDS ha sido elaborada
fundamentalmente en el �ambito de las ciencias de la

conducta y frecuentemente puede no resultar usual en
estad��stica.

El t�ermino proximidad indica el concepto de cercan��a en
espacio, tiempo o cualquier otro contexto. Desde un
punto de vista matem�atico, ese t�ermino hace referencia al
concepto de disimilaridad o similaridad entre dos
elementos.
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Datos en MDS

Sea 
 un conjunto �nito o in�nito de elementos sobre los que
se desea de�nir una proximidad.

De�nition

Dados dos puntos oi; oj 2 
 y sea � : 
� 
 �! R, se dir�a
que � es una disimilaridad si veri�ca:

1 8i; j; �ij = �ji;

2 8i; j; �ii � �ij;

3 8i; �ii = �0:

La primera condici�on podr��a eliminarse.

Suelen establecerse que �0 = 0.
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Disimilaridades cuantitativas

Existen diferentes medidas para el c�alculo de disimilaridades
entre un par de variables u objetos.
Si se considera una matriz de datos (xij)n�� , obtenida de n
objetos sobre � variables, y se denota por xi una �la, algunos
de los coe�cientes de disimilaridad cuantitativos m�as utilizados
son:

Distancia eucl��dea ponderada, que viene determinada
por:

dM;ij =
�
(xi � xj)

tM (xi � xj)
�1=2

; (1)

donde la matriz M es sim�etrica y semide�nida positiva.
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Disimilaridades cuantitativas

Distancia eucl��dea cl�asica, cuando M = I en (1):

dij =

"
�X

k=1

(xik � xjk)
2

#1=2
: (2)

Apropiada si las variables tienen escalas equivalentes,
varianzas iguales y son independientes dos a dos.

Distancia de Mahalanobis, usada an�alisis de datos:

dV;ij =
�
(xi � xj)

t V �1 (xi � xj)
�1=2

;

donde V es la matriz de varianzas y covarianzas.

13 / 36



Introduci�on
Datos en MDS

Modelos en MDS
Bibliograf��a

Disimilaridades cuantitativas
Disimilaridades cualitativas
Clasi�caci�on general de datos analizados en MDS

Disimilaridades cuantitativas

Distancia de Minkowski, depende del par�ametro p � 1:

dp;ij =

"
�X

k=1

jxik � xjkj
p

#1=p
: (3)

Para p = 2 es la distancia eucl��dea cl�asica dada en (2).

Distancia city-block, con p = 1 en Minkowski (3):

d1;ij =
�X

k=1

jxik � xjkj : (4)
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Disimilaridades cuantitativas

Distancia de Chebychev, p!1 en Minkowski (3):

dmax;ij = max
k=1;:::;�

jxik � yjkj :

Distancia chi-cuadrado (�2), en tablas de contingencia
y frecuencia, en el an�alisis factorial de correspondencias:

d�2;ij =

"
�X

k=1

1

x�k

�
xik

xi�
�
xjk

xj�

�2
#1=2

;

donde x�k =
nX
i=1

xik; xi� =
�X

k=1

xik.
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Disimilaridades cuantitativas

Separaci�on angular:

da;ij = 1�

�X
k=1

xikxjk

"
�X

k=1

x2ik

�X
k=1

x2jk

#1=2 :
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Disimilaridades cualitativas

Los coe�cientes cualitativos m�as utilizados est�an
relacionados con datos de tipo psicol�ogico, procedentes
del campo de aplicaci�on en el que surgi�o MDS.

Los m�as importantes es la obtenci�on de juicios directos de

disimilaridad entre objetos, primero se de�nen los
individuos y los est��mulos que ser�an tratados. Luego se
generar una muestra aleatoria o estrati�cada de los
est��mulos, eliminando aquellos que no sean familiares a
los individuos encuestados.
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Disimilaridades cualitativas

El procedimiento de clasi�caci�on categ�orica m�as utilizado
para obtener juicios directos de disimilaridad consiste en
presentarle al sujeto un par de est��mulos y se le pide que
lo clasi�que en una escala como:

Muy similar,. . . . . . . . . . . . , Muy disimilar.
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Clasi�caci�on general de datos analizados en MDS

Se clasi�can en relaci�on a la escala de medida de la variable.

1 Escala nominal: son categ�oricos y solamente se
distinguir�a entre clases diferentes, por ejemplo: color de
ojos, color de pelo.

2 Escala ordinal: pueden ser ordenados pero no son datos
cuantitativos, por ejemplo: la leche de la botella tres es
de mejor calidad que la de la botella cuatro.

3 Escala de tipo intervalo: son cuantitativos con
diferencias signi�cativas entre valores, no existe un cero
signi�cativo, por ejemplo: la temperatura en grados.

4 Escala de raz�on: son similares a los de tipo intervalo
salvo que posee un cero, por ejemplo: pesos, alturas.
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Ejemplo de catadores de vinos

El conjunto de objetos podr��a ser diez botellas de vino tinto
correspondientes a distintas bodegas. La disimilaridad �ij entre
cada par de botellas (i; j) deber��a ser una puntuaci�on entera
entre cero y diez signi�cando la comparaci�on entre la i-�esima y
la j-�esima botella por un experto catador de vino. El juicio
podr��a venir dado comparando una copa del vino i con una del
vino j, clasi�cando sus diferencias en una escala en la que el 0
representar��a que los vinos son id�enticos y el 10 que son
completamente diferentes. Si en lugar de uno se supone que
hay varios catadores, entonces los datos ser�an �ijr donde i; j
se re�eren a los vinos y r al r-�esimo catador.
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Clasi�caci�on del MDS

Seg�un los dos conjuntos mencionados se clasi�ca en:

1 N�umero de modas. Se denomina moda a cada conjunto
de objetos subyacente en los datos para el an�alisis con
MDS. As��, las disimilaridades �ijr del ejemplo de los vinos
son datos bimodales, una moda corresponde a los vinos y
la otra a los catadores.

2 N�umero de v��as. Se denomina v��a a cada ��ndice en la
medida entre objetos. As��, en el ejemplo anterior los
datos son a tres v��as.

Si solo se considera un catador, los datos ser��an unimodales y
a dos v��as.
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Modelos en MDS

Para describir los diferentes modelos de MDS se hace
referencia al tipo de datos m�as usual que son:
disimilaridades, unimodal y a dos v��as.

Sean n objetos y una matriz de disimilaridades �ij. El
objetivo del MDS ser�a encontrar una con�guraci�on de
puntos en un espacio de dimensi�on � de forma que las
distancias dij, no necesariamente eucl��deas, entre cada
par de puntos (i; j) representen tan bien como sea posible
las disimilaridades �ij. Las diferentes formas de
representaci�on establecen dos grandes grupos: m�etrico y
no m�etrico.
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MDS m�etrico

Toman en cuenta, adem�as del orden, el valor intr��nseco de las
disimilaridades . Suele estar asociado a datos de tipo intervalo
y de raz�on y trata de encontrar un conjunto de puntos en un
espacio de forma que cada punto represente uno de los objetos
y las distancias entre los puntos sean aproximadamente iguales
cuantitativamente a las correspondientes disimilaridades
transformadas mediante la relaci�on

dij � f(�ij);

donde f es una funci�on continua, param�etrica y mon�otona.
Dentro de estos modelos pueden destacarse principalmente los
siguientes:
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MDS m�etrico

MDS cl�asico: trata las disimilaridades directamente como
distancias eucl��deas mediante la relaci�on dij = �ij; usando
la descomposici�on espectral de una matriz doblemente
centrada para obtener la matriz de con�guraci�on.
Algunos de los m�as importantes son el de Torgerson
(1958) e INDSCAL de Carroll y Chang (1970).

MDS m��nimo cuadr�atico: obtienen la con�guraci�on
ajustando mediante m��nimos cuadrados distancias fdijg a
disimilaridades transformadas ff(�ij)g. Entre los m�as
importantes est�an ALSCAL y PROXSCAL (Young,
Takane y Lewyckyj (1978) y De Leeuw y Heiser (1980)).
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MDS m�etrico

MDS desviaci�on absoluta: obtienen la con�guraci�on
ajustando mediante desviaciones absolutas distancias
fdijg a disimilaridades transformadas ff(�ij)g, con f una
funci�on del tipo descrito anteriormente (Brusco (2001)).

MDS m�aximo veros��mil: bajo la hip�otesis de una
distribuci�on estad��stica de los datos, permite ajustar las
disimilaridades a las distancias mediante una funci�on de
verosimilitud, como el modelo de Ramsay (1982), Vera y
Gonz�alez (1996) y Orellana, Vera, Gonzalez, Pascual y
Ru��an (2004).
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MDS no m�etrico

Si se abandona la naturaleza m�etrica de la transformaci�on de
las disimilaridades se obtienen modelos de MDS no m�etricos.
La transformaci�on f en este caso puede ser arbitraria y solo
obedece a la restricci�on mon�otona

�ij < �rs ) f(�ij) � f(�rs):

Por tanto, solo las ordenaciones de las disimilaridades deben
preservarse por la transformaci�on y de ah�� el t�ermino no
m�etrico. Entre los modelos m�as importantes de este tipo
est�an: m��nimo cuadr�atico y m�aximo veros��mil.
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MDS no m�etrico

1 MDS m��nimo cuadr�atico. Obtienen la con�guraci�on
ajustando mediante m��nimos cuadrados distancias a
disimilaridades transformadas. Entre los m�as utilizados se
tienen PROXSCAL y ALSCAL (Kruskal (1964b)).

2 MDS m�aximo veros��mil. El modelo de Takane (1981)
bajo hip�otesis de normalidad en los errores permite la
estimaci�on por m�axima verosimilitud de los par�ametros.
Una extensi�on puede verse en Garc��a, Vera y Gonz�alez
(1995).
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El m�etodo CL�ASICO

Sea � una aplicaci�on arbitraria,

� : 
 7! R
�

de forma que �(oi) = xi, es un vector de dimensi�on � que
contiene las coordenadas del objeto oi en el espacio de
representaci�on que se supone de dimensi�on �. Sea dij la
distancia entre dos puntos oi; oj 2 
 de R� .
El objetivo es encontrar una aplicaci�on � para la que
dij � �ij; 8i; j. El m�etodo cl�asico minimiza la dispersi�on
mediante la transformaci�on de Young y Houselholder, Teorema
1, para productos escalares. Es un modelo anidado seg�un
Rom�an, Gonz�alez y Vera (1999).
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ALSCAL (Alternating Least Squared sCALing)

ALSCAL es un modelo que permite analizar datos mediante un
modelo eucl��deo simple o ponderado que pueden ser:

1 nominales, ordinales de intervalo o raz�on;

2 poseer observaciones faltantes;

3 sim�etricos o asim�etricos;

4 condicionales o incondicionales;

5 con o sin r�eplicas y

6 discretos o continuos.
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ALSCAL (Alternating Least Squared sCALing)

ALSCAL es el m�as completo ya que es el �unico que permite
realizar an�alisis m�etricos y no m�etricos, siendo sus resultados
m�etricos similares a los de INDSCAL, mientras que en el caso
de ajustar modelos eucl��deos simples sus resultados son
similares a los del modelo de Kruskal.
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ALSCAL (Alternating Least Squared sCALing)

Es un m�etodo iterativo. Cada iteraci�on consiste en dos fases
principales,

transformar los datos, fase de representaci�on �optima y

estimar las coordenadas de los est��mulos y los pesos de
los sujetos (cuando sea el caso), fase de estimaci�on del

modelo.

Ambas fases van altern�andose hasta que se obtiene la
convergencia global del proceso. Puesto que cada fase es un
procedimiento m��nimo cuadr�atico, es por lo que recibe ese
nombre.
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ALSCAL (Alternating Least Squared sCALing)

El criterio de optimizaci�on es denominado SSTRESS, que es
un criterio m��nimo cuadr�atico dado por:

SS(X;W; D̂2) =
RX
r=1

nX
i=1

i�1X
j=1

( ^dijr
2

� d2ijr)
2; (5)

salvo un factor de normalizaci�on. Este criterio es semejante en
su forma al criterio STRESS de Kruskal, salvo que utiliza las
disparidades y las distancias al cuadrado. De ah�� su nombre
Squared STRESS.
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PROXSCAL (PROXimity SCALing)

Es desarrollado por Commandeur y Heiser (1993) siendo una
integraci�on y extensi�on de los trabajos pioneros de Kruskal,
Guttman y Carroll, tratando el problema de MDS para datos
de proximidades encontrando la representaci�on de m��nimos
cuadrados de los objetos en un espacio de dimensi�on baja, que
mediante un algoritmo de mayorizaci�on garantiza convergencia
mon�otona para una transformaci�on �optima, con datos m�etricos
y no m�etricos sobre una variedad de modelos y restricciones.
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PROXSCAL (PROXimity SCALing)

El criterio de optimizaci�on es denominado STRESS, que es un
criterio m��nimo cuadr�atico dado principalmente en funci�on de
las distancias de la forma,

S(X;W; D̂) =
RX
r=1

nX
i=1

i�1X
j=1

( ^dijr � dijr)
2; (6)

salvo un factor de normalizaci�on.
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ALSCAL y PROXSCAL

ALSCAL y PROXSCAL han sido implementados en SPSS, de
ah�� que su utilizaci�on se haya difundido pasando a ser los
modelos m�as empleados. Sin embargo, ambos son propensos a
�optimos locales seg�un anota De Leeuw (2000), pues
claramente al ser (5) y (6) polinomios multivariantes de cuarto
y segundo grado, respectivamente, plantean un gran n�umero
de �optimos locales; por lo que es necesario aplicar una t�ecnica
novedosa para la b�usqueda de �optimos globales de las
funciones SStress y Stress, como lo estudi�o Brusco (2001) y
Murillo, Vera y Heiser (2005 y 2007).
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